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Questao 1: Fundamentos da Mecanica Quantica

Considere o estado inicial (¢ = 0) de um oscilador harménico quantico unidimensional
com frequéncia w dado por
1

V2

onde |¢,) sdo os autoestados do hamiltoniano H do oscilador e n = 0,1,2,... numeram os

[¥(0)) [¢0) + 1),

possiveis niveis do espectro de energia.

Para um dado instante de tempo ¢ > 0:

(a) (30%) Calcule o vetor de estado |1)(t)) e os walores esperados dos operadores de
posicao (X)(t) e de momento (P)(t).

Quais as condigoes iniciais que um oscilador harmonico cldssico equivalente deve
possuir para que sua posi¢ao z(t) e seu momento p(t) obedecam as mesmas equagoes

de movimento dos valores esperados (X)(t) e (P)(t).

(b) (20%) Mostre que o principio da incerteza de Heisenberg

AX AP > h/2

~

permanece vélido para todo instante de tempo ¢, onde (AA)? = (A%) — (A)2.

(c) (50%) Obtenha a funcao de onda do sistema no instante ¢ na representacao das
posicoes, i.e. P(z,t) = (x[)(t)).
Sugestao: utilize as seguintes relagoes: a|pg) = 0 para obter a fungdo de onda
do estado fundamental ¢g(x) = (x|¢g), e a'lpo) = |p1) para obter a fungao de
onda do primeiro estado excitado ¢;(x) = (x|¢;), onde a e a' sao os operadores de

abaizamento e elevag¢ao dos auto-estados com relagao ao espectro da energia.

Obs: Nao ¢é necessario normalizar a funcao de onda.
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Questao 2: Atomo de Hidrogénio - Interagao Spin-Orbita

Considere um atomo de hidrogénio, no qual o elétron possui um momento magnético
intrinseco jis = —-.5, onde m ¢ a massa, e ¢ a carga, e S, o spin.

Usando uma abordagem semi-cldssica, esse elétron percorre uma orbita circular fechada
de raio r, com velocidade v, em torno do ntcleo.

No referencial do elétron, o campo magnético gerado pelo nucleo é

1

B
C2

7x E, (v < )

onde E representa o campo elétrico coulombiano gerado pelo ntucleo e ¢ é a velocidade da

luz no vacuo.

(a) (30%) A partir do hamiltoniano de interagao do elétron com o campo magnético no

referencial do elétron, obtenha a expressao para a interacao spin-orbita

1 eN21 - <
Heo = (—) ~[.8
" dreg \me/ 13 S

(b) (30%) Obtenha, em primeira ordem perturbativa, a expressao geral para as corregoes
de energia causadas pela interacao spin-érbita para um dado nivel n, em termos
de (4,0, s), que sio respectivamente os nimeros quanticos de L2, S? e J2, onde
J=L+S5.

Dados:

/OOO %RM(”]Z - (aoln)3 o0+ 1/2)(“ 1)

onde R, (r) ¢ a parte radial da autofungao do atomo hidrogénio nao perturbado e

ag € o raio de Bohr.

(c) (40%) Considere o nivel de energia n = 2 com momento angular orbital ¢ = 1.

Obtenha, a partir do resultado em (b), as possiveis corregdes de energia.

Indique também as possiveis degenerescéncias de cada um desses subniveis.
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Questao 3: Potencial Central

Considere uma particula de massa m com energia £ < 0 (estados ligados) submetida a

um potencial central da forma

Vo, r<a,
Vi(r) = com V5> 0.
0, r>a.

denominado de pogo de potencial esférico.

(a) (30%) Considere que o operador hamiltoniano H em coordenadas esféricas (r, 6, ¢)
¢ escrito na forma

R h2 ) 9 182 1A2
H=— V24 V(r)  com  VP.=—og(r.) =it

onde L? a parte angular do operador laplaciano e Lo operador momentum angular.

Restrinja-se ao caso particular dos orbitais s, isto é, das autofuncoes de L? com
namero quantico £ = 0, e obtenha a equacao diferencial ordinaria que governa a

funcao U(r) = rRy(r), sendo Ry(r) a parte radial da fun¢ao de onda os orbitais s.

(b) (40%) Resolva a equagao para Uy(r) considerando o potencial V' (r) dado acima e
mostre que as possiveis energias sao determinadas pela equagao transcendental

qgcotqa = —K,

onde

1 1
q:ﬁ 2m (Vo — |E|) e K:ﬁ\/2m|E|

(c) (30%) Mostre que para existir pelo menos um estado ligado o potencial dever ter
uma intensidade minima:

m2h?

Vo > .
07 Sma2
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QUESTAO 4: Particulas idénticas e teoria de espalhamento

Um atomo de hélio contém dois elétrons, rotulados 1 e 2, em coordenadas espaciais 7] e

75 em relacao ao referencial do nucleo.

Considere, inicialmente, a situagao em que os elétrons nao interagem entre si.
Nessa aproximagao, os autoestados eletronicos do He podem ser escritos, na base
In, ¢, m) ® |S,mg) dos autovetores de {H,L? L., S* S.}, ou seja como produto direto

dos autoestados eletronicos do atomo de hidrogénio (hamiltoniano H ), i.e.

Ps, 5, (11, 72) = P71, FZ)Xmsl ms, = Pritim (1) Py tymy (F2)Xmsl Xms,

na qual ® e y representam, respectivamente, as partes espacial (n, £, e m sdo os nimeros
quéanticos) e de spin (mg é o namero quantico de spin) dos autoestados eletronicos do
atomo de hidrogénio.

Considere que os elétrons sao indistinguiveis e use as regras de simetrizagao.
(a) (30%) Obtenha os possiveis autoestados para o conjunto dos dois elétrons no estado

fundamental do dtomo de hélio. Explique qual seria o efeito da aplicacao de um

campo magnético uniforme nesse estado.

(b) (30%) Obtenha os possiveis autoestados para o conjunto de dois elétrons no primeiro

estado excitado do atomo de hélio.

(c) (40%) Suponha agora os elétrons interagindo entre si de forma coulombiana. Obte-
nha a corre¢ao em primeira ordem perturbativa de energia do sistema em seu estado
fundamental original, i.e.

2
AE = 22¢

8 Qg
onde ag = h?/me?.

Sugestdo: ao considerar o termo || — 75| ! escolha a orientacao de 7, ao longo do

eixo de simetria azimutal 2.

Dado:

00 [e%¢) 5 5
/ / d?"ldTQ 179 (7’1 + To — ‘7"1 — 7’2‘) 6_2(T1+T2)/a0 = ﬂ
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Informacoes Auxiliares:

Operadores para o Oscilador Harmoénico Quéantico:

. h o ) . /mhw | R
X = 2mw(a*+a) e P=1 5 (aT—a)

&T|¢n> = Vn+1|¢ny1) e a|pn) = V/nldn_1)

Atomos Hidrogenoides:

/OOO %R’”(”F - (afn)g o+ 1/2)(“ 1)’

onde R,(r) ¢ a parte radial das autofun¢oes de um atomo hidrogenoide.

9 7\ 3/2
Rig(r) = — | — e Zr/ao
10(r) vAam (CLO)

Z denota o ntiimero de carga nuclear, e ay ¢ o raio de Bohr.

Operador Laplaciano:

Parte angular do operador laplaciano em coordenadas esféricas:

S S N A
Lr=—n lsmeae 055 )+ snre 00
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